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Chap.1

Fonction d'onde a N particules



La mécanique gquantique repose sur la définition dune fonction d’onde complexe = un
vecteur d’'un espace de Hilbert de dimension (in)finie = la connaissance de I'état
quantique (a to) est complétement contenue dans cette fonction d’onde

Densité de probabilité de trouver la particule dans un volume d3x : w(x) = |®(z)|?

La fonction d’onde peut alors étre décomposée sur une base de
fonctions d’'ondes particulieres = paquet d’ondes

—| (I) Zakq)k

par exemple les ondes planes (vecteurs propres de I'opérateur p)

() = B Det | 0(@) = 1/Var [ w00k

ou les fonctions de Dirac (vecteurs propres de l'opérateur x) : | &(x) = /cb(x’)é(x — 2)dax’

mais certains états quantiques (spin par exemple) ne peuvent pas étre défini a
partir d’'une fonction @(x) = généralisation de la notation



Notation de Dirac  espace des «ket» : |1 >

A1
()
D >= anyn > [d>=] .. = vecteur «colonne» (de dimension (in)finie)
An )
on défini un espace dual = espace des «bra» : < n\

Z An|n >— Z A, < n| = vecteur «ligne» (de méme dimension)
Espace de Hilbert => produit scalaire << n]m >

dans I'espace des positions, ona < ®1|®y >= /(I)’{(a:)(bg(:c)d:c

onnote  |xg ><¢> d(x — xg) I'état «particule en xo»

alors < z|® >= ®(x) parexemple < x|p >= 1/\/2777562'2?96/?1

Remarque : |® > = Z <O D> |<I>N>=(Z|<I>N><d>n|)|d>>
donc 2 | Dy > < D, | =Id: relation de fermeture
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A toute propriété observable (position, énergie,...) est associée un opérateur (A) agissant sur
les vecteurs (sous espace) définis en P1

Un opérateur transforme une fonction d'onde (un vecteur) en une autre fonction d'onde (autre vecteur).

a1 Qa2 ... Qip
' i - a a e Qop

en notation de Dirac, A est une matrice nxn A= |72 7% 2
alp Qa2n ... Qpn

Les opérateurs seront toujours LINEAIRES  A[a1®1 + ax®Ps] = a1 A[®1] 4 ap A[D2)]

Opérateur adjoint : << ACI)‘\IJ >—=< cI)‘AJf\I; >
Opérateur Hermitique = auto-adjoint A — AT

AN =A, 1A =1*A",(A+B)' =A"+ BT, (AB)' = B'A"

Un opérateur associé a une grandeur physique mesurable est appelé observable
Il est alors hermitique (valeur propre réelle)

[ ®*(x)Al®(z)]dr < P|AD >
[®*(2)®(x)de  <®|D>

MOYENNE (statistique) de I'observable : < A >=



Une mesure de la grandeur physique associée a A ne peut donner gqu'une
valeur propre de A. La moyenne est PARFAITEMENT DEFINIE

D=3 ¢, P, et <A>= ay|c,|?

mais le résultat d’'une mesure particuliere est probabiliste,

il donnera an avec la probabilité : cn|? = | < @, > |?
apres la mesure, I'état du systéme est o *
projeté dans le sous-espace engendré Cn = f (I)n (CI?)(I)(CIZ)dZE

par le(s) vecteur(s) propre(s)
associé(s) a la valeur propre mesurée

[’évolution temporelle du systeme est fotalement déterminée par I'équation de Schrédinger

H® = ihdd /ot it =Y < ®|H|2, >

— A | (z) = HAMILTONIEN (énergie totale)

(2,1) = Y o)~ Fnt/h,

v



AV (D(x))

l

r[®(z)] = = x O(x) PIO()] = x,p| =ih

Comme toute autre grandeur x set p sont soumis au principe d'incertitude

Aag =< A2 > — < A >2 AalAb > | < [A,B] > |/2

= écart type de la distribution des résultats de la mesure sur un
ensemble de N particules identiques (largeur de I'histogramme)

Mécanique classique = espace des phases E(x,p) : la « premiére » quantification repose
sur I'attribution aux variables physiques (x et p) des opérateurs

Si I'espace est fini (Ax # 0) ceci conduit a la (premiére) quantification de I'énergie
et des états propres associes MAIS I'Hamiltonien de départ était lui
« classiqguement » continu.

Mais cela devient problématique lorsque I'on a affaire a plusieurs (un grand
nombre de) particules car les interactions entre ces particules sont elles
directement quantifiées : c’est la seconde quantification




La difficulté provient du fait que pour résoudre les équations de Schrodinger
(d’'un tres grand nombre de particules) afin de déterminer les fonctions
d’onde il faut... connaitre ces fonctions d’ondes ! La « position » des

différentes particules déterminent directement le potentiel d’interaction
(pour 'atome d’hydrogéne le noyau pouvait étre considéré comme fixe).

Chaque particule se déplace dans le « paysage » crée par les autres
= champ (quantigque).
Attention ce n’est pas ici un nouveau postulat de la mécanique quantique
mais juste une difficulté naturelle liée a la résolution d’'un probleme complexe.

Et de plus I'indiscernabilité fait que

O(r, ryy....1y) F O(r)Dy(1ry) . . ... D, (ry)

Les particules peuvent «s’échanger » (= dégénérescence d’échange) et
il convient donc de définir des fonctions d’'ondes globales a N particules.
Ces fonctions d’ondes vont définir le champ de particules et rajouter (ou

enlever) une particule va modifier foncierement ce champ = excitations



Les particules élémentaires : leptons (non soumis a I'interaction forte) = électrons,
muons, Neutrinos,... et quarks (soumis a toutes les interactions) sont toutes de spin
demi-entier, on les appelle ces FERMIONS

on appelle BOSONS les particules de spin entier = bosons de jauges
= intermédiaires des interactions fondamentales
(photon = interaction électromagneétique, gluons = interaction forte,
Zo,W = interaction faible et... le boson de Higgs)
ou des bosons composites : He4, les électrons d’une paires (de Cooper) dans les
supraconducteurs, les excitons....

’'Hamiltonien des N particules (INDISCERNABLES) est invariant par permutation
H(rl,rz,..ri,...,if]-,..rN) =H(rl,rz,..rj,...,rl-,..rN)
|H, Pl-j] = ( et la fonction d’onde est donc également un état propre de
'opérateur permutation Pl-j :
Pl-jCID(rl, ENRY RN SR ry) = AD(r, 1y, . . Fis eyl ry) et Pl.Jz. = Id donc

2?2 = 1,1 = % 1. La fonction d’onde est donc
soit symétrique = bosons (1 = + 1), soit antisymétrique = fermions (1 = — 1)




la fonction d’onde doit étre ANTISYMETRIQUE soit en spin, soit en orbital

|CD(I’1,I’2,...,I’3,S1,S2,...,SN) >i= i[|¢1®¢2®¢N>®|S1®S2®SN>]

' orot T

Produit tensoriel Spin
(A® B)(Jlu > ®|v>) = (Alu >) ® (Blv >)

Fonction d’'onde a 1 particule

S p— Z P et S_=—— Z (—1)"P, ou & est I'ordre de la permutation

\/n—
Par exemple a 2 particules : ¢, (r)p,(ry) — ¢(r))d,(r)) si | spin > symétrique ou

d(r)P(15) + @ (5)h,(r)) si | spin > anti-symétrique et a 3 particules :
D1(r) Py (r)p3(r3) — 1 (r)a(r3)P3(ry) — P1(r)ha(r)dh3(13) — hy(13) Dy (1) P3(1ry) + Py (1) Py (r3)ps(ry) + 1 (r3) (1) p5(12)

=0 T=1 =1 =1 T=2 T=2

On ne peut pas mettre deux fermions dans le méme état quantique
(= tous nombres quantiques : n,I,m... ET spins identiques).
En effet si ¢p; = ¢, alors [ @ > =0

C’est le principe d’exclusion de Pauli

11



Mais pour des bosons c’est bien sur possible |7,0,..,0 > = |y ® P Q ... Py >
Et, en 'absence d'interaction si ¢, est I'état propre du fondamental a 1 particule, cette
condensation (de Bose) permet d’obtenir I'état fondamental du systeme a N particules.

Ce n’est si simple en présence d’interactions : voir superfluidité et théorie BCS (TD).

De facon générale pour N particules la fonction d’'onde des fermions peut étre écrite comme

1 Cbll(”l)
|(I)N>=Dll,mlN(I"l,...,l"N)=— y

V! Cbz;v(’.” 1)

Cbzl(’” N)
¢1N(7” N)

Déterminant de Slatter

Les {/;}= choix des fonctions d’ondes & une particule
(généralisable si on rajouter le spin /i = espace ou spin)
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Enfin, jusqu’a présent le nombre le nombre de particules était conservé. Mais pour
avoir une description d’'un systeme avec un nombre de particules variable nous
devons passer de la représentation des (x;,p;) a un nouveau type de représentation :
“la représentation de nombre d’occupation” : cet élément est fondamental dans la
seconde quantification

Mais si on rajoute une (N+1)e particule avec I'état @

| Pyy1 > #F Py > @ [Py >

Mais il s’agit d’ajouter une ligne et une colonne au déterminant car le nouvel état devient
« accessible » pour toutes les autres particules du fait de la dégénérescence d’échange
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| Gi(ry) o i(ry) $1(Fyy1)
\/(N"'l)! dN(r) oo NN || DTy

Gy (1) oo i) Py (g )

|(DN+1 > =

C’est extremement lourd...

Et en plus les « choix » possibles pour les ¢; sont (a priori) infinis (mais tous différents) ...

avec Z PEx)P,(x) = 6(x —x') [relation de fermeture]

n

On introduit un nouvel opérateur : 'opérateur création (et annihilation) : Cl.T (c;)

Pour les fermions : CI.TC].T = — CJ.TC‘;L pour respecter I'antisymétrie

en particulier : (cT)z — (cl.)z — ()  cestle principe d’exclusion
i

et de méme CiC; + CiC; = 0 sion prend les valeurs conjuguées
AT T~ — 8.  pournormer la fonction d’onde
et Cle + C] Cl 51] (voir ci-dessous)
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La fonction d’onde peut alors s'écrire ;|| D, >

P
—cllclz....cln|0>

ou |0 > est I'état du vide avec ¢; |0 > =0

et les [; sont les « choix » de I'état a 1 particule pour la particule i :

on rajoute une particule i dans le systeme avec I'état ¢,

(on ne crée pas la particule | dans |'état q')ll_)

Par exemple : c;c; |10 > =

%(¢](x1)¢j(x2) — ¢i(x2)¢j(x1))

----- eﬂ/mgm&&bﬁgagmi/é}hb, C‘F‘e;mwuﬁﬁll
B nafit & imdiqusn quallin sonk Lon N wsalaans distimedin £, £y o By da Rimdice £ gt ot Wil

P b L N ! e MMM&
Heconda Muqu comninte a me L "thak ¢1A82.----2N , Y pan roppok
o Q‘ww-QrQn_ dan N ¥Q./’Lm0'n)>

o0
| D, > =|n;,n,,....,05 > =H(cﬁ)”l|0>

ou les ny valent O ou 1 (pour des fermions)
=1

0
On obtient alors tous les états de la base en prenant tous les jeux de {n;} possibles avec n = Z 1y

=1



Cette représentation est bien adaptée aux calculs d’'un ensemble (grand canonique)
pour lequel le nombre de particule n’est pas fixé.

Et elle est bien de norme 1.... Q0lCn o e CHEE . CHoS
= ZO[ Lpy wron 61(4 =) g*c_‘)cz‘f'. oL Cﬂ"?d)
s ddoscat G bl Bia st a
ENVATYY:
= < o/ GG Cz/-"" C,,f> A (P Q"C,_‘LH., C,,*C,,’/0>

Ly . Ctc, & Onommerbe.  _sy 25)03 ~ A .

C,Q ‘m/"m,z'm"”’m-?_ ....... m_ > = =4 ,m‘e ImA,mz, ...... ,Anb_.zl eeeeeem_

ou v est le nombre d’états occupés (= permutation a faire) pour I’ < [

Cet état est nul sin; = 1 pour les fermions (double occupation impossible)

wa: sz:owA AM% ,m]g:m_ =k A_m‘ezA_m‘Q,Qti—etb&M
Mbm MPWMW ’Qe_kc M&o%h&&mlwvlm?uvw&m/
. <ffok < | My > = <_4) r [y e Myt e >
+
et donc & e Iy 5= (A) € [Ty S iy, >
Cl Cllnan, I 'nOO > = nllnlnz, “ e .noo > = (=4) ﬁ = A= (et My my ey e o
= m2 ‘";ml m‘e ------ m@ > / TM;'.?‘-R me(l_’ne = {A ’ D'L ff_:,’



Les états |nyn,, ....n, > sont donc des états propres de c;cl avec la valeur propre O ou 1

c;cl est 'opérateur « nombre d’occupation »

et clcfl om>=A=-n)|..... n;... >, onretrouve bien clc;r + c;cl =1

Remarque 1. (c;cl)2 = c;clc;cl = c;(l — c;cl)cl = c;cl — (c;)z(cl)2 = c;cl

Remarque 2. Si on prend un état quelconque ® > = ZA{nz} | {n;} > alors
{ny}

2 2
<@lc/|®>= ) [Ay P <{m}lcelim) >= Y 1Ay, Pret
{m} {m}
comme n;vautOou 1:0 < < CI>|CZTCZ|CD > < 1 = «moyenne »

Remarque 3. Chacun des états est un état propre de I'opérateur

« nombre de particules » N = Z c;cl

2 o0

M e mc°>= Zéc m m ... mm>=§%|ﬁm ..... m §=(Zm)|mm ...... m )
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cas des bosons

les opérateurs doivent désormais satisfaire a une regle de commutation afin de
rendre la fonction d’onde symétrique

F o =
[cl. G 1=0
(remarque : les opérateurs sont souvent notés a; et a;)

et le carré n’est pas (nécessairement) nul

car le nombre d’occupation peut prendre n’importe quelle valeur (entiere positive ou nulle)

cfl....nl...>=\/nl+1|....nl+1....>etcl|....nl=\/ﬁl| ..... nm—1..>

onatoujours:c;cll....nl...>=nl|....nl....>
etdanscecasclcl”...nl....>=(1+nl)|....nl....>
soit : clclT —cch, =1
ey ey ...
iy ooe i Mpyeen. > = 1/2|O>



Chap.3

Seconde quantification



U = oscillateur harmonique ("7"2), potentiel central, ...

!

hw \ kmx? ho? hw
— 2( P kmaxz): > (&% — 652) avec/l——etf \/_x

2
W, = Npe ™ /2H, (V)
Polynbmes d’'Hermite

1 0
i ' L — U, = Vn+ 19,
Relations de récurrence : \/§(€ ag) n +1
Création ¢ — cic,|¥, >=n|¥P, >
1 0
et — &+ =)V, =vV/nV,_ ici bosons donc n quelconque

Anninilation c, Principe d'incertitude ([S, pg] # 0)

ey = %(52 — (0/0&)* + [£,0/0¢]) = %(52 —(0/08)* = 1)

|'Hamiltonien peut donc se récrire -~ H = ha)(crjcn + 1/2)

< U, |H|¥, >= hw(n+1/2)



Peut-on généraliser cette écriture ?

comment prendre en compte les interactions ?

Remarque : il faudrait in fine vérifier que

+ + + /
ol < ..... ce Oc c .. c oy = ¢ D (4,2, N)|G | D , (2, N)D
< e, &% o L 2;,! < ee.o " L' elel. Ll

on ne le fera pas...

: l ,
H =Y H(zip)+ 5 V(zi—z)

Il est alors nécessaire d'aller au dela des opérateurs c; et c;f et d'introduire les

opérateurs champ qui permettent de créer (ou annihiler) une particule en un point 7
de I'espace (avec un spin | s > ). La « premiére quantification » consistait & introduire
des opérateurs & partir des coordonnées 7 et ?de 'espace des phases (classique) et
dans cette « seconde » étape on introduit des opérateurs a partir des fonctions
d’'ondes elle méme.

IEDN L GLECIE S WG
A

A
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Et réciproquement (en projetant sur les états ;) on a c;f = Jd37¢l(?)TT(7)

o= Jd37¢l*(7)\P(7)
-> + >y _ Z > * >, C..+
[kvv-(n)' tPv" < )]+ N LPACR) q}\/(n ’ [:va-' N :|+
Et en introduisant la relation de fermeture % P ¢ c?f(ﬁ’) = §(-%)
>\ Wit > 7
on obtient : [lP(I’), b (I’ )]_|_ = 5(1’ — r ) 50’0/
ot [PE), (), = [P, W), =0
Soit maintenant l'opérateur W' (7) P (7)

/¢>-_- /”Z,/”,z/.-_. /)d,>
<oleld) - <x}5f§) %" %}C;[M /p>
- ,mZ; @*02) %,/,::) <¢5/CA+CA/ /503

2 My San’
: %: /%/f)/ m, 9



YY) = p(7)

= opérateur densité de particules au point ¥ (de spin | s > )

soit |u > une particule enro: |u > = ‘PT(rO) |0 >

<ulplu>=<0|Pr)P OP@HY (1) |0 > =< 0| V@)Y ("7 — ry) — PT(7)P() |0 >

=0

= <O[P(r) ¥ (1)) |0 > 8(r — 1) = < u|u > 8(r - rp)

et en intégrant sur tout I'espace

Jp(?)aﬁr = Z c}cﬁjgbfgbid% = Z cjcﬂ =N
A

LA
car la base est orthonormée

on retrouve bien le NOMBRE de particules
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Expression des opérateurs en seconde quantification

Pour des articules sans interactions, soumises au méme potentiel, ne dépendant que de r

A_ —\ __ - - 3—>
’expression classique de ce potentiel est /= Zf( ) = If(r)ﬂ(r)d r
]

ou la densité s'écrit classiquement : p(¥) = 2 5(F —1)
i
et en seconde quantification : F' = JA‘PT(?)f(?)‘P(?)d% = Z cjc/’l“gbf(?)f(?)gbﬁ/(?)d%
PIY
(cette expression est bien sur valable si f(F, p)))

F = Zf/l’/l,cjacﬂ/’a avec fip=<@|f|d, > ’(on retrouve evidemment
o ’ 'expression de la page2?2)

et si 'opérateur dépend du spin : F = Z J‘PZ(?) <o|fF .56 > (F)d’F

0,0’ T

création d’'une particule au point r avec un spin o
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et pour I'Hamiltonien H = Z HnmC,;Cn avec H, = [¢;H¢nd3x

s Tf lo >
wpt’rmaz‘a//ans JUSgu @ ,{-j

= Z E /) (L‘fg ._(__,_ [79/0>
et si les E; sont les valeurs propres de el j o, e
A At i : C;' @)= O
Hi Tsont | r rs création sur e
iet ¢'sont les opérateurs création su ; Zt ¢ A (( £’ CL /o
les états propres de H; V‘*w x
Z /)M( D, E G ey
s
< d

On trouve bien ZE,-(::CZ-|(D> = (ZEl-)|CI>> =E|® > avecE = ZEi

Donc dans ce cas| H = Z El-C;C

etats—occupes
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et pour une interaction de paires

1 1 — —
V= 5 ; v(7;,77) = B Jd3rjd3r’v(7, r') ; 8(F = T1)6(r' = 717)

1

_ EJ 3rjd3r’v(7, )i G NG G T(F -]
ij ; our

= %Id3rjd3r’v(7, 7)p(?)[p(7") —5(r = )]

ek s¢ on /\?//ét& a’)/”ms P(F’) par )U"'(r‘)?”(rb)

Vs 4 [ERERVER) [ precspE I epe) SER) Premper)f

= ‘g?l_j PBEPF \/[F?F”)/ k/,-/(;l)[é‘[/‘”r’)_ 9”*/7’/W(F{]$U(F7 : 5(%7/"‘(5’) S‘)(r")j
o f B3RP (@ &) PEE) P ) gzz;( £ 4 / P e ) Gl ) wir) i)

A + C-{- 29972 w - - ~> =
g Z CRQ A3 Cﬁz Crl; fd i gﬂﬁq @) %3 e WJ%‘LCF)'} %(ﬁ)

AAAIQBQ"
En écrivant :
> Z > >/ Z >/

— C ) = r)c /
Y =2 C{’)\(n) L L|JV,( )= 2 RGP .

4 A A 2 2 2

+ > S ¥ >, F + > > ¥ >+

e C ) = n) C
Ve (=4 1004 Yol =3 TS &
3 3 3 4 4 4



On trouve finalement

_ T AT
b= o) Z V/11/12/13/14C/14C/13C/126/11

/11’/12’/13’/14
_ <l3 T -> * > > >y >/ >
ru-)\)\)\x_j nj nc,)(n)L{?x<n)ru‘(n'n)cfA(ﬂ)L.?>‘(n)
b 3 2 4 h 3 2 A

Remarque : I'état de spin est préservé lors des « transfert 1->4 et 2->3

si 'opérateur V ne dépend pas du spin

1
— AT
F= 2 Z V/1112/13/14C/14,ac/13,a’Cﬂz,G/CMG’

ArAgsAznly
+ +
. 7 s . = A Z £ = >\ \a
et sinon cela se généralise en F=3 ) Foene % %% y 5= (07
20,00, LE5S % 3 2 a4
* K / ’ > >
L E R NS RE PO RN P I LA RESINES
2202 >\l+ )3 : 2 A
4324
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- - —
Cas particulier pour lequel v(r, r') = v(r — r')

. -y S 1 -
dans ce cas il est intéressant d’utiliser la base des ondes planes ¢, = ——e'*”
Q

(ou les fonctions de Bloch dans un crystal périodigue en sommant alors sur tous

les k de la premiere ZB et 'ensemble des bandes)

1 — L 1 e e e SN
= — | @Brv(eiks—Rr | pBreithitk—k—k)F — 3 o
Vi oksk, = o d’r'v(r")e' 3T o d’ret 1T T TR — V 2) 5k1+k2’k3+k4

I conservation de I'impulsion

, —>
Transformée de Fourier q

—

N —
r

avec ' =7 —

. o §l+‘%'v_’ %_;’v-
Ce processus peut étre vu comme une collision -
V(q)
au cours de lagquelle une impulsion gest | H---e----- R
Y
P . <o q
transférée d’'une particule a I'autre PO, e
2 4
p . . - - 62 ~y— 62
Pour la répulsion Coulombienne v(r — ') = —etV(q) = >
dmey |7 — ¥ | €0€2q
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Chap .4

Approximation de Hartree Fock



1 h?
Soit H = ) h(i) + = Y V(T —T) avec h=- ~ A+ Vion(P)

- m
I7]
/ + +
H= 2 <>\|P\|>‘>c+/c. + 4 ,Z v S oS Sed SN
/ v v
N Ao Ao No- s >~4>\2)*3>“' SR A 2 A
3 3/ * > ¥ 57 > >/ >/ >
anec nJ” = {dn|d'n (n n) (- (n ()
S hie) Rl OIS € ) 9,00 q,
4324 3 2 A

on a déja vu gu’en I'absence d’interaction, il est facile de diagonaliser H en prenant les états
anti-symetrisés construits a partir d'une base complete des

états propres (orthonormés) a 1 particules
| {n} > = H(c;)”l|0 > avec n; = 0,1 et an =N
! i

T — i _
dou Hy = 2 €1, 1Co.0 €t Ey= Z €
o, o,
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Mais en présence de ces interactions, H n’est plus (aisément) diagonalisable a
partir des états propres a 1 particule quelconque et les éléments de matrice

anti-diagonaux n’ont a priori aucune raison d’étre négligeables

En théorie les nouveaux états propre peuvent toujours s’écrire |¥ > = ZA{,,”} | {n;} >
{n;}
mais le calcul est coefficient Ay est irréalisable. ...

| 'approximation de Hartree-Fock consiste a supposer gu'il existe une base d’états a une
particule (& déterminer...) a partir de laquelle on peut construire une base de Fock

¥ >=) A, {n) >
{n}

pour laquelle les éléments anti-diagonaux sont négligeables
(mais le calcul des coefficient Ay reste inextricable)

cela consiste a considérer que les états |n; > ne se couplent qu'a eux-méme

donc que les interactions ne modifient PAS les nombres d'occupation n; de ces états
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donc pour les termes a 1corps 4 = A’

+
N1AhIXNC <
ONRS e

A

et pour les termes a deux corps 4, = Ay, 43 = 4,

OU 44 = 45, 413 = 4, (dans ce cas de méme spin)

1
— T _ Z T AT Tt
et H Z <Alh|A> CroCho t 2 [vﬁlﬂzﬂzﬂlcﬁlaciza’cflszlcfllff T Vflzfllﬂzfllclzac/ll061206/110]
Ao MA,0,0’

—Z</1|h|/1>c %+— 2, Wi, =dudiile] cf o
1/1200

on appalle imbiapallon da Coulomlly fon imbiapallon :

b = - J J lq (n)‘ (7 ,L)lq) > I valeurmoyenne de I'énergie (_Jle _repglsmn
AN, AN Coulombienne entre deux distributions

QMQLAQ%A’&M@&AM\&MA

»** > >/ >/ ->
T = = (dn[d P (n (o) (ot (o
PPN AAXN AN ,LJ CP )LFA ( Cf)\ )C‘F% )
A 2 4 2 4 A 2 4

2
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1
H = Z <Alh|A> cj’ch + 5 Z (U2, — 606,J/11,12][c}lacﬂlacjza,clza/ — 5/11/12cjlgcﬂa]
Ao MAy0,0'

nulcarU,, =J
A Y

1
- _ i e of
donc finalement H = 2 <Alh|A> ¢, Ciot 5 2 (U0, — 500"]/11/12]Cxlgcﬂlacxzafciza’
A0 MA,0,0'

L'intégrale de Coulomb est I'interaction directe entre deux distributions de charges mais le
principe d’exclusion de Pauli interdit a deux particules de méme spin de se rapprocher et
la valeur moyenne de leur répulsion Coulombienne se trouve diminuer d’une quantité
égale a l'intégrale d’échange

sionnote A/ = ¢lc;— < clc; > — A, — < A; > alors

l l
et si les effets de corrélation sont faibles <A — A/ >~ <A; > <A/>=0

on peut alors négliger ce quatrieme terme et ne conserver que

+ + + + + +
c,c, LS S, S 4 (<, ¢ <, C, —¢gc ¢ < c
6 ¢ ~ ¢ & 2 2 e, e 28 > < 2 22_>

A A
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Cette approximation dite de champs moyen consiste donc a remplacer les termes a 2 corps
par des termes a un corps (comme pour les particules sans interaction) pour une particule se

déplacant dans un champ effectif moyen crée par les autres particules sans le modifier

C-;C? <c C£>+<c2c£> 2 «? C+c ><c+c >
A A 24& ?2 27_

v

E=_4 > n -8 T mw ™
° 2 (kdv)f()\lv-’)< ):4)‘:. V'V" );'X )

valeur moyenne de l'occupation notée ’”—% (= inconnue du probleme)
(statistiqguement compris entre O et 1 pour les températures non nulles = probabilité d’occupation)

et on peut montrer (... aprés « un peu » de physique statistique)
1

que n,, = Fem kT 1 = Fermi-Dirac

Et donc finalement

He E o4 2 NEABY 2 u )m c
o+>\v- < l ' >+)\’v‘/(¢>‘7‘)( >\)\ V‘T )\>\ -’ )\v— e

(le facteur 1/2 a disparu car les deux premier termes ont la méme contribution)

34



et cet Hamiltonien a un corps diagonalisé peut se ré-ecrire
H~Ey+ ) <Alh+7,+7

Ao l

h eff,c AVEC heff P = €)6P)

|4 > CJ’GCM

ech,c

méme spin

ouv,(F) = Jd3r’v(7 —7) Z My | @ (1) |* = potentiel moyen crée par les électrons occupant les états @y
Ao'#lo (avec probabilite d'occupation 7/)

-y (e ) [Blwim iy 2
SN RS Sy

Nel(Fae) AN N x’r’@éxr) e

2 > .
C? (" | ci’)\(ﬂ) = M,

et <A Vpold>=— [d3r¢;’<(7) Z T ) [d%’qajf(?)v(? — 1")@,(1r") | est appelé potentiel d’échange
)£
opérateur intégral agissant sur ¢,(r")

'Hamiltonien effectif hyy = h + Vv, + V admet donc les états |4 > comme état propre avec pour énergie €,

ech,c

et en projetant en un point rona:

* Ac€<n>+{m Gy 4™ <n>}cf<n>+<n|vh_|c?> e g ()

AT
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et plus explicitement les ¢, sont donc les états propres de I'ensemble des equations couplees

2mm

7.
—_ _Aq)(n) _,_{rv (n.)+cv (n)}, (P(n.) -

2 @ cp(n)j

x(¢>‘) N N

clt'LCP (n.) n.r(n n.)(f(n)—& (.P(n.

A A

sont appeles équations de Hartree-Fock et permettent donc de de trouver le spectre €,

Ces équations ne peuvent étre résolues que NUMERIQUEMENT par itérations successives

par exemple : modeéle du Jellium

N électrons dans un volume V

N

la neutralité assuré par une distribution homogéne d'ions de densité p;,, = —

d'ou

/ N 3.7 ’
Vions(r) = rpionsv(r —-r)=- 5 d’rv(r—r")

-0 _|
Vel_

et on prend & l'ordre zéro ¢, O =

, ,[d3r’| (p/?,lzv(r —-r) =

et

1
——exp(iir)
Q

N-1

Q

Jd3r’v(r —7r)

]

lim [V, + V9]~ 1/R = 0

V>0
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2
< , 1 -0 1 o — 1
Il reste a résoudre .—% A @, +< rlvech(a) | P, > = €x6P)

—> é/_)/

/->
> nr<°) “ 4 5 J‘LB ‘g —i .nm_(n n) c{)( )(;;)
<|uk¢|cr+>—_31+,9 +
(1) — ) I 7
Cette équation admet en fait pour solutlongo = =Texp(— kr)
Q
R - , S
en effet f#r’ e ) LR s B } I3yt ) o JORY ) (r )
LD D e
1Y - gl
=S < /U-(‘f) ure. /U‘(q—)) s /dsr 7 () 4
0//6’&: ":42’ = St Y /é_).é
[ B 2 e ] o k7 =

= £E>‘9

I

Les ondes planes restent des
solutions exactes (a tous les ordres)

h*k?
= - Z Az ( * - k) ou Vv est la TF du potentiel d'interaction

2m TAK (valable a toutes température)
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A T=0 la sommation se fait sur les états occupés

(et on peut oublier la condition k" # k lorsque N et V tendent vers I'infini)

N Vv
Z Apv(k' — k)=(2

Jd%’r@’ %)

E"IEF

il 7)>
K#k 2 2
Et avec un potentiel en 1/r : 9(q’) = TF(1/r) =
€ €oVq?
h2k? e? J K’ h2k? e? ko F (kK
€, = — — —
“Tom Qe K -K|> 2m  (2n)e g T g
sur les états occupés a T=0 (de spin o) ‘
. 1 1-X2 14X
(un peu de...) calcul intégral donne F(X) = — + n|——|
2 4X 1-X
/ _ La nouvelle relation de dispersion (prenant en compte les interactions) a
' une caractéristique « pathologique » : 06/6k|€F X Vp = 00

q Cette singularité rendrait le développement de Sommerfeld non valide

et C/T ne serait pas indépendant de la température (contrairement a I'expérience).

Elle provient de la divergence a q=0de TF(1/r) 1/q2

02 04 06 08 1 1.2 14 16

k/k/, 38



mais le potentiel d’interaction est en fait écranté
(par la présence des ions et des autres électrons)
1

le potentiel est alors de la forme e %" /r et sa TF o« ———
2 1 k2
q-+ K

La divergence en =0 est levée et |la vitesse de Fermi n'est en fait modifiee que de qg%

2n/k, est appelée longueur d’onde de Thomas-Fermi : kg = ezg(eF)/eo

et en sommant (intégrant e( k) sur) les k on peut trouver I’énergie totale

‘g 2 2 2 2
- T 8 fR e 4 F(&)}WM&
T (9.‘"')3 rm gre 7 R

E _ N{ 3,{18-: _ Be}&‘: }: N{ 2.24 _ 0.946} R%&u\a

kN
i, J-"o

ot ry = r,lagavec n = 4xr)/3 = 3x*/k; et a, est le rayon de Bohr

Remarque 1: Eiotale €St minimale pour ro = 2.4 (cohésion des métaux),
néanmoins méme si la valeur numérique est satisfaisante, elle n'est pas
universelle (comprise entre 2 et 6 = limite du traitement champ moyen, |l
faudrait prendre de « vraies » fonctions d’ondes et non pas les ondes planes)
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Remarque 2 : On a ici sommer sur les deux sous-bandes et en notant que le niveau de

Fermi est le méme pour ces deux bandes on trouve

mez

k =k ou k + k o —
F, F.d F, F.d
up own up own 27[2€Oh2

et on peut montrer que la solution de plus basse energie correspond bien a kF,up = KE gown
I'effet fondamental est donc a priori NON MAGNETIQUE

Remarque 3 : | 'énergie cinétique ne domine que pour les trés fortes
concentrations électroniques (ro<<?2), ce qui n'est PAS le cas. Les
correlations jouent donc un réle essentiel en physique du solide moderne,
a l'origine des comportements « exotiques » des métaux...
le traitement exact de ces corrélations reste un effet complexe...
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Chap.5

Couplage électron-phonon



On cherche a déterminer I'Hamiltonien décrivant le phénomeéne de g

diffusion d’'un électron avec annihilation d’'un phonon.

S

On note v le nombre initial de phonon de vecteur d'onde q —;
T 7 ¥ 1
Upph = Z < k' v, = 1| Ve_ions| kv, > ¢y — a,
—_— —> q

7k/37
w

ou on a utilisé la notation a pour I'opérateur annihilation des bosons

ot Vocions = ), u(r— R) = ) [u(r— RY) — (R, = ROV (u(r — RY))]

! !

position d'équilibre des ions ~ vecteur déplacement %, (= phonon)

> > () > > > F¢o e _
et <%',v»_4|u(i,rem )|‘Q,-\):,>>:<&/|U(J’L._Rn:))|‘&><-0_%_/1l\):'>>_ o

en separant les intégrales sur les e et les phonons =0
et en se rappelant que a; = L(5 — i) eta, = L(5 + i)
Vi g e
Mw(q)

avec 4, = P et & =4/A(g)x
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?q/ polarisation (vecteur unitaire = direction du déplacement)

!

—_
h e q/ ‘—7—>0 ‘—7—>O
on obtient la vecteur déplacement : u, =1/=— Z —— (e "t a el Rn)

M q€PZB \/m !

premiere zone de Brillouin phase
le déplacement d’un ions n est la superposition de tous les phonons

+ > _ 5
. '\)’)_/l a 2y > = O v ek <\)_>—/|I Q_>/|\)_>>- >7> v—)
et comme : <1 | %,l : R ,1 T 33V 3

. _ [ € -
il nous reste : <v, —1|u,|v, > = 1 \/U—qezqRS
M\ fo(q)

hy,
20
donc: W= —4)/—— Z<k/|VU(r_ RO K > TR
2Ma(g)
1 > J 3 A(E_Zl)-n > oy
et finalement pour des ondes planes | <&'| vu(x-3y| &5 - Fjin e VU(r-R0)
-
> N > L(E_Z) —E(O) . L(ﬁ_“;/) il N
ona: <% |VU(3_R£°’>|&>=ILL.e m‘fol.nle vu (')
L
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et aprés une intégration par parties, en tenant compte du fait que U — 0 pour 7 —» o

. . . , . ~ 1 - o> = 3
soit en introduisant la transformée de Fourier : U(Cqg) =— | U(r)e'?"d"r
(0)]

hy —_— —_ ~ — —_— — T TN
W=iy|———2,.(k = K)U(k = k) ) e @+k=i0-k,
2Mw(q) n

facteur de structure du réseau de Bravais

. — — —

=1si ¢ + k — k' = K (noeud du réseau réciproque), 0 sinon

—

—
et k, k' € premiére zone de Brillouin

et donc on obtient finalement

_. clca

U, ., = i\/i Y e, (k=HK)U(k - k) g
e—ph — q- _
M %, K e€PZB,K V @(q)

T+k—-k=K
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et il faut également prendre en compte le processus faisant intervenir
la création d’'un phonon

soit finalement

U =i4/— e . — KUk — K = : +a-
e—ph = ! M Z €y ( YU( ) m Z 846, Ck(aq a c])

k.k €PZB.K

—
e

Remarque 1 :

g 7 = (0 pour les modes transverses qui ne donnent donc lieu a

un couplage e-phonon que pour les processus dit umklapp pour lesquels K # 0
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Remarque 2 : la probabilité de transition de I'état k a I'état k + 7est donné par
la régle d’or de Fermi :

2rt —
Pann1h11at10n —| < k + q,v,— 1|U phl k U, >| 5(E(k + q)—E(k)—fla)(Q))

k—k+9q h
conservation de I'énergie

2rt — — — N
=7gq| <k+7 qlef, al k> Pl <y, = ayly,> P8(ECk + ) — E(k) — ho(q))

.1)
2
-m_ oy = (.zl) "/1 — mR ‘"h'mz."“") r'n.e.Q.A e

+
C£ Id}“ml........)me-..-...
et avec : R
c£ lmﬂm},""""!’“{"""'moo> = (-4) < \/TL; oy ) n}l..A R S
Pj{nfhkﬂflon 8ol — fy Ji SE(k +q) — E(k) — hw(q))

en écrivant que n, = f, : fonction de distribution de FD pour T # 0

46



| 2t
et de méme - P%f%’f?:%gqﬁ{a —f) <y, +1lal |y, > PSEK - 7T) - ECK) + ho (7))

2t
=7gqfk(l — fic) W, + DSECk —q) — E(k) + ha (7))

a T=0 y — 0 donc Panmhllauon =0
k—>k+q

et Pﬂea“ﬁn est également nul car tous les états sont occupés pour E<Er et

k—k-q

E(k =) = E(k) — ho(q) < E(k ) donc fj._ =1

et P> - T O pour T=0

ces termes interviennent dans le calcul du TRANSPORT (voir cours Solide ll)
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Interactions electron-electron

e >
&4_-% > &2.-’.'?1)
1
~~~~~ ) - e o o = -

>

>
3 *
> >
&4_—:}1. faam &L-{-_;

>

9
@ ®
> >
‘&A &2..

el —ph — Z 2 gq ,Ck(a;, + Cl_q/)

tous Ies phonons possibles
pour chacun des deux processus

(on prend ici K = O)

‘).

>
|‘$j,oz>: >O

E_O.?

(pour des ondes planes)

et avec échange d’'un phonon (virtuel)

T 23 R 1 -9 R+q & 9
> 5 7 >
|£>=|¥5““1/‘Qz+‘i:°—>>
|"">=|P§ra2,/°->> L
9 pas de phonons

et au premier ordre en perturbation : <flHg_pmli>=0

care <O_;

ﬁ

I a

1

—>/|0—>>=

1

o_’l’q —)/I°9>= ©

T -1 1



et au second ordre en perturbation

<I|H._,pli>
E; — E;

<I|H._plf >
E;—E

> =1i>+ Y |I> f>=1f>+) 11>
1 I

2 - y .
<HQP | >=<ilHy p|f' >+ <flHypli'>

" ¥ ] RN
%21 AR L AR R
. L 1 3 o
%>= 185840 2> =1 A Req, 4>
N2 4|/
+ 2 C+ C A
%;CE+; :Ezaq |¥> |&—:1,22+q, > > %q ;—; ;} _'_%
3 2
<H® > = 2 1 1
eloph = = gql { + 1)
;7 = E(ky) — (E(ky — q) + ho(q))  E(ky) — (E(ky + q) + ha(—q))

et en utilisant la conservation de I'énergie  E(k,) + E(k,) = E(k; — q) + E(k, + q)

4] g, > ha(q)
(2) q
Heiopn Z 2. Gray? (g b
ki ks 4
ouonaécrit E(k)—Ek;—q)=Ek,+q)— E(ky) = how~ 0
k2 —_— = kl & SF
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soit pour iw ~ 0 ( < hiw(q)) et en prenant iw(q) ~ hwyp,

on obtient

2
|

4|8
Q) ~ _ e P S
Hel_ph ~ ‘ _}E = Co_ € i gC—kCk
k.q

!

négatif : I'interaction est ATTRACTIVE

en utilisant I'expression de p43 pour gq pour un potentiel en 1/r (+ ondes planes)

on obtient pour des Processus normaux (ondes longitudinales q = q) =1 62
. e —_— = l
9 ’ q &4 €0€2q \| 2Mw(q)

et I'interaction totale (Coulombienne + phonon) s’écrit :

fréquence plasma des ions

}
V(7. @) e? (14 262/€0£2M \ e?
, ) = —— = —
DO e T P — e el q 00

v

constante diélectrique relative
pouvant étre négative = « super-écrantage » = supraconductivité



